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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ  ЗАПИСКА

Математика способствует формированию научного мировоззрения и достижению необходимого общекультурного уровня. Математические рассуждения позволяют правильно устанавливать причинно – следственные связи, что,  безусловно, должен уметь каждый человек.
Студенты   не могут обойтись без математики.   Фармацевтам знания математики помогут сделать правильные расчёты для  приготовления лекарственных форм  и  проверки  дозировки лекарственных средств,  ведения  внутриаптечного учёта,  правильно протаксировать покупку в аптеке.
Обучающимся по специальности Стилистика и искусство визажа знания математики, а особенно   геометрии, помогут в контурировании лица, архитектуре бровей, рисовании стрелок и наложении теней, подборке правильных аксессуаров и одежды по типу лица и фигуры. Специалисты должны хорошо разбираться в таких понятиях, как  отношения, пропорции и проценты. 
Цель методического пособия – помочь обучающимся развить навыки устного счёта, быстрого сложения и вычитания чисел, деления и умножения. В процессе освоения математики обучающий  должен овладеть общими и профессиональными  компетенциями:  решать стандартные задачи профессиональной направленности  с использованием информационных и библиографических ресурсов, медико-биологической терминологии и  информационно-коммуникационных технологий; развить логическое мышление пространственного воображения.
В начале каждого   раздела даётся краткое теоретическое  изложение  темы, основные понятия и формулы, приводятся примеры решения типовых задач. В конце каждого раздела предлагаются задания для самостоятельной подготовки.
Обучающийся   должен внимательно изучить  теоретический материал,  изложенный  в пособии,  повторить основные понятия и формулы, а так же  рассмотреть алгоритм решения примеров на данную тему, а затем решать задания для самоподготовки.
По итогам изучения  дисциплины обучающиеся  сдают  экзамен в письменной форме (в течение 2-х часов). Оценка за этот экзамен – рейтинговая. Она складывается из оценок за семестр, итоговой контрольной работы и экзаменационной оценки, которая  удваивается, и полученный  результат делится на 4. 

РАЗДЕЛ 1.  ПРИБЛИЖЁННЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ 

 Тема 1.1. Приближённые значения величин. Метод границ 
    Числовое значение величин можно получить в результате их измерения. Истинное (точное) значение величины найти обычно не удаётся и можно получить только приближённое её значение с недостатком или и избытком.
Пример 1   m – числовое значение массы.
                           19 < m < 21
19 – приближённые значения массы с недостатком;
21 – приближённые значения массы с избытком.
Установлены границы числового значения массы: число 19 – нижняя граница, число 21 – верхняя граница.
Зная границы значения одной величины, можно найти значение другой величины, зависящей от неё. 
Пример 2 
Дано:  3 < х  < 5
Найти: значения величины  1/х, т.е. найти границы значения этой величины.
Решение:
Так как  3 < х, то  ; так как  х > 0,  х < 5, то   
 
Границы значения величины представляют в виде десятичных дробей. Заменим границы значения   десятичными дробями т.е.  = 0,2;   = 0,333….≈ 0,4 (приближённое и избытком).
0,2 <  < 0,4   взяв   ≈ 0,3 (приближённое с недостатком) получаем
0,2 <   < 0,3
Ответ: 0,2 <  < 0,3 – приближённое значение с недостатком
             0,2 <  < 0,4  - приближённое значение с избытком.
Задача:  пусть  а  и  в – приближённые значения  числа  х, взятые соответственно с недостатком и с избытком;
Тогда  а < х < в                                                                 (1)
Если  с  и  d – приближённые значения  числа  у, взятые соответственно с недостатком и с избытком, то  с < у < d                        (2)
Найти: верхнюю и нижнюю границы  для  х+у; х-у; ху;  
Решение: применяя к неравенствам (1) и (2) свойство о почленном сложении неравенств одинакового знака получаем:
а + с < х+у < в+d                                                                (3)
а + с – нижняя граница суммы  х + у
в +d – верхняя  граница суммы х  + у
из неравенства  (1) и (2) почленным вычитанием получаем:
а - d < х-у < в - с                                                                 (4)
а - d – нижняя граница разности   х - у
в - с – верхняя  граница  разности  х - у
Пусть  а > 0, с > 0, тогда почленно умножая неравенства (1) и (2) получаем:   ас < ху < вd                                                                            (5)
ас – нижняя граница произведения   ху
вd – верхняя  граница произведения   ху
При условии  а > 0, с > 0, тогда почленно разделив  неравенства (1) и (2) получаем:   <  <                                                                 (6)
 – нижняя граница частного   
 – верхняя  граница частного  





Тема 1.2. Абсолютная и относительная погрешности
Разность точного и приближённого значений величины называется  погрешностью  приближения.
Абсолютной погрешностью приближения (∆-дельта) называется модуль разности точного и приближённого значений величины:
        | х – а | = ∆                                                                             (7)
Чем меньше абсолютная погрешность, тем ближе приближённое значение величины к её точному значению.
Относительной погрешностью приближения (δ – сигма) называется
отношение абсолютной погрешности к модулю приближённого значения
величины, выраженная в процентах
 δ =   · 100 %  или  δ =  | · 100 %                                              (8)
Пусть:
 х – точное значение некоторой величины
 а – приближённое значение величины, взятое соответственно с недостатком и с избытком.
х ≈ а
Пример 3
Дано:
х = 4,28
а = 4,2 – приближённое значение числа  х  с недостатком
в = 4,3 - приближённое  значение числа  у  с избытком.
Найти:  погрешность приближения с недостатком и с избытком.
Решение: если  х ≈ а, то погрешность приближения с недостатком равна:
х – а = 4,28 – 4,2 = 0,08
если  х ≈ в, то погрешность приближения с избытком  равна:
х – в = 4,28 – 4,3 = - 0,02
Погрешность приближения с недостатком всегда положительна, а погрешность приближения с избытком всегда  отрицательна.
Пример 4
Дано:
х = 4,28
а = 4,2 – приближённое значение числа  х  с недостатком;
в = 4,3 - приближённое  значение числа  у  с избытком.
Найти:   абсолютную погрешность приближения с недостатком и с избытком.
Решение: 
воспользуемся формулой (7):
   ∆1 = | х – а | =  | 4,28 – 4,2| = | 0,08| = 0,08 – абсолютная погрешность с недостатком;
   ∆2 = | х – в | =  | 4,28 – 4,3| = | - 0,02| = - | - 0,02| = 0,02  – абсолютная погрешность с избытком.
Ответ:  ∆1  = 0,08;  ∆2 =  0,02 
Пример 5
Дано:
а = 0,8 – приближённое значение величины
∆ = 0,01 – абсолютная погрешность
Найти: число х
Решение: так, как ∆ = | х - а|, то х = а + ∆; х = а - ∆, тогда
х = 0,8 + 0,01 = 0,81;  х = 0,8 – 0,01 = 0,79
Ответ:  х1 = 0,81 ( с избытком);  х2 = 0,79 ( с недостатком) 
Пример 6
обратить число  х =  в десятичную дробь и округлить её соответственно до десятых, сотых и тысячных долей. В каждом  случае найти абсолютную погрешность.
Дано:
х =  
Найти: ∆1 = ?;  ∆2 = ?;  ∆3 = ?

Решение:
х =  = 0,333…..
В результате округления до десятых, сотых, тысячных долей получаем:
а1 = 0,3; а2  = 0,33;  а3 = 0,333
∆1 = | х – а1 | = |  – | = || = ;  ∆2 = | х – а2 | = |  – | = || = ; 
∆3 = | х – а3 | = |  – | = | | = 
Ответ: ∆1 = ;  ∆2 =;  ∆3 = 
Данный пример показал, что с увеличением точности вычислений абсолютная погрешность уменьшается.
Точность приближения  х ≈ а определяется величиной ∆. Практически точного значения  х  получить не удаётся,  значит и точного значения абсолютной погрешности, мы обычно не знаем, поэтому приходиться оценивать ∆ некоторым положительным числом  h ≥ ∆, где  h – граница абсолютной погрешности:
h ≥ ∆,   | х – а | ≤ h                                                                   (9)
При этом число  а  называется  приближённым значением числа  х  с точностью до  h:
х = а ± h                                                                                   (10)
Из условия  | х – а | ≤ h следует, что  на числовой прямой точка с координатой  х удалена от точки с координатой  а  не более, чем на  h, т.е.
а – h ≤ х ≤ а + h                                                                       (11)
Пример 7 
найти границы числа  х = 10,6 ± 0,5
Дано: 
х = 10,6 ± 0,5
Найти: ? ≤ х ≤ ?
Решение:  т.к.  а = 10,5, h = 0,5 воспользуемся формулой (11)
 а – h ≤ х ≤ а + h;  10,6 – 0,5 ≤ х ≤ 10,6 + 0,5;  10,1 ≤ х ≤ 11,1
Ответ:  10,1 ≤ х ≤ 11,1
Пример 8
Дано:
1,56 ≤ х ≤ 1,60
Найти:  а = ?;  h = ?
Решение: находим среднее арифметическое между числами 1,56 и 1,60
 =   = 1,58
Т.к. х ≈ а, то  х = 1,58,  а = 1,58
Точность приближения  h в этом случае равна полуразности границ, т.е.
h =   =   = 0,02
х = 1,58 ± 0,02
Ответ:  х = 1,58 ± 0,02
Пусть  h ≥ ∆,   тогда число  ε (эпсилон) – граница относительной погрешности  равна:
ε =   при этом  δ ≤ ε, т.к. h = | а | · ε , то                                               (12)
запись  х = а ± h может быть представлена  в виде:
х = а · ( 1 ± ε )                                                                                    (13)
Алгоритм решения примеров
Пример 9
Дано:
3 < х < 4
6 < у < 7
Найти:  ? < х+у < ?
              ? < х-у < ?
              ? < ху < ?
                ? <   < ?
Решение:
 используем формулы 3, 4, 5, 6  находим:
а + с < х+у < в+d               а - d < х-у < в – с            ас < ху < вd
 3+6 < ху < 4+7                   3-7 < х-у < 4-6               3·6 < ху < 4·7
   9 < х+у <  11                      -4< х-у < -2                   18 < ху < 28
 <   <         
 <   <  
 <   <  
Ответ: 9 < х+у <  11; -4< х-у < -2; 18 < ху < 28;  <   <  
Пример 10  
Найти границы (с точностью до десятых долей) значения выражения  , если  4 < х < 5
Дано:
4 <х <5
Найти: ? <   < ?
Решение:
По условию  4 < х, то   <  ;    <  
По условию  х < 5, то   >  
Из этого следует, что 
            <    <    переведём в десятичную дробь   0,4 <    < 0,5
Ответ: 0,4 <   < 0,5
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1) Найдите границы значения выражения  – 2, если известно, что  
2) Найдите границы значения выражения  , если известно, что  
3) Число 5,84 округлить до десятых долей и взять соответственно с недостатком и с избытком. В каждом из случаев найти абсолютную погрешность приближения.
4) Найти верхнюю и нижнюю границы для  х+у; х-у; ху; , если известно, что   5 ;  2
5) Найдите верхнюю и нижнюю границы для  х+у; х-у; ху; , если известно, что  5 ;  6,2 
6) Найдите границы приближения числа  х = 22,7 
7) Вычислите приближённое значение  х и точность приближения, если известно, что 8,442 
8) Найдите границу относительной погрешности (в%) величины х=0,230 
9) Найдите абсолютную погрешность округления числа   и взять её соответственно с недостатком и с избытком
10) Представьте число  х =  в виде десятичной  дроби и округлить её до десятых, сотых, тысячных  долей. В каждом из случаев найти абсолютную погрешность.
11) Запишите число х  и число у  с помощью границы абсолютной погрешности.
12) Запишите число х  и число у  с помощью границы абсолютной погрешности.
13) Найдите приближённые значения суммы, а+в и разности а- в числа:
1) а а 
14) Найдите значения выражения  , если известно, что  х 

15) По границе относительной погрешности  приближённого числа 
а = 40,2 найти его абсолютную погрешность и границы, между которы-
ми находится само это приближённое число.
16) Приближённое значение величины х заключено между числами 17,32 м
и 17,36 м. С какой точностью произведено измерение.
17) Найдите приближённые значения произведения и частного чисел 
а  12
18)  Найти значение выражения  а-в+с, если известно, что а 
с





























РАЗДЕЛ 2.  РЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Тема 2.1. Понятие линейных уравнений
Определение: уравнением первой степени с одним неизвестным называется уравнение вида:
ах + в = 0,                                                                              (14)
где  а, в  - известные числа, причём  а , а  х – неизвестное число.
Число, а называется коэффициентом при неизвестном х;
Число в – свободным числом уравнения.
Уравнение (14) равносильно уравнению:
ах = - в   х = -                                                                         (15)
таким образом,  уравнение первой степени всегда имеет единственный корень     х = - 
Уравнение первой степени является частным случаем линейного уравнения:
ах + в = сх + d,                                                                       (16)
где а, в, с, d – известные числа, а х – неизвестное число.
Линейное уравнение сводится к равносильному ему уравнению вида:
kх = L, где k и L – известные числа.                                     (17)
При этом число k – коэффициент при неизвестном х, может оказаться равным нулю, в отличие от коэффициента при неизвестном в уравнении первой степени.
Пример 11
 решить линейное уравнение
3х – 5 = 10 – 2х 
3х + 2х = 10 + 5
5х = 15
х =  
 Ответ: х = 3 – единственный корень


Тема 2.2. Решение систем линейных уравнений двумя способами
Система двух линейных уравнений с 2-мя неизвестными имеет вид:
                                                                        (18)
где а1 , в1 , с1 , а2, в2, с2 – заданные числа, а  х  и  у – неизвестные числа.
Решением системы (18) называют такие два числа х и у, которые при подстановке в систему обращают каждое её уравнение в верное равенство.
Решить систему уравнений – это значит найти все её решения или установить, что их нет.
Коэффициенты а1 , в1  и   а2, в2  соответственно не обращаются в нуль одновременно, тогда получим систему двух уравнений первой степени с двумя неизвестными.
Существует два способа решения линейных уравнений:
А) способ подстановки;
Б) способ алгебраического сложения.
Способ подстановки
1. Из одного уравнения системы нужно выразить одно неизвестное через другое, например, у выразить через х;
2. Найденное выражение подставить в другое уравнение системы. Получится одно уравнение с одним неизвестным х;
3. Решив это уравнение, найти значение х;
4. Подставив полученное значение х в выражение для у, найти значение у
Способ алгебраического сложения
1. Сначала нужно уравнять модули коэффициентов при каком – нибудь неизвестном, с помощью умножения или деления;
2. Складывая или вычитая почленно полученные уравнения, найти одно неизвестное;
3. Подставляя найденное значение в одно из уравнений системы, найти второе неизвестное.
Данный способ удобен в тех случаях, когда у обоих уравнений коэффициенты при каком – нибудь неизвестном одинаковы или отличаются только знаком.
Алгоритм решения примеров
Пример 12
Решить систему способом подстановки.

а) из первого уравнения системы находим у:
у = 
б) подставим выражение для у во второе уравнение системы:
3х + 8 (
в) решаем это уравнение, раскроем скобки:
3х + 
г) приводим к общему знаменателю:
15х + 120 – 16х = - 5 
- х = -5 – 120 
- х = - 125/ 
  х = 125
д) подставляем х в выражение для у, получаем:
  у =  = 
  у = - 47 
Ответ: х = 125; у = - 47
Пример 13
Решить систему способом алгебраического сложения.

а) уравняем модули коэффициентов при х, для этого первое уравнение умножаем обе части на 2, а второе уравнение системы остаётся без изменения.

б) вычитая из первого уравнения, полученной системы уравнения второе, находим у:
7у = 35
у = 
в) подставляя у в первое уравнение исходной системы получаем х:
2х + 5 
2х + 25 = 15
2х = 15 – 25 
2х = - 10 
х =  
Ответ: х = - 5; у = 5

Задания для самоподготовки

Решите системы способом подстановки
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Решите системы способом алгебраического сложения
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Решите системы любым способом


13) 

14) 

15) 

16) 

17) 
РАЗДЕЛ 3.  СТЕПЕННАЯ ФУНКЦИЯ

Тема 3.1. Действия со степенями и корнями
Действия со степенями выполняются по следующим формулам:
1) (аbс)n = аn  bn  cn                               2)  (n = 
3)                           4)  
5)                                        6) m = 
7)                         8) 2n = а2n, где а 
9) 2n+1 = 2n+1 , где                       число
а  
число
Действия с корнями выполняется по следующим формулам:
    10)  =                11)  
    12) n/m                                         13) p = 
    14)   =                                 15) n = а (по определению корня)

Алгоритм решения примеров
Пример 14 
Упростите выражение:
3 = 
Ответ: 
Пример 15
Извлеките арифметический корень:
  =      = 3
Ответ: 150



Пример 16
Выполните следующие действия:
161 16 + 16 = 165/4 5/4-1 + 16 =161/4 + 16 =  +16 = 2+16=18
Ответ: 18
Пример 17
Упростите выражение:
 =  =  = 
Ответ: 
Задания для самоподготовки

Упростить выражения:

1. 3 

2. 4

3. 4а3n в2m-1c4n-3 : 2а3n-3. вn-1 . с4n-3
4. 
5. 
6. 
Выполните следующие действия:
7. 
8. 
9. 






РАЗДЕЛ 4.  ПРОЦЕНТЫ И ПРОПОРЦИИ

Тема 4.1.  Определение пропорции и процента
Отношение числа  х  к числу  у называется частное чисел х и у, т.е. .
Отношение   означает во сколько раз х больше у, или какую часть числа  у составляет число  х. В отношении    число х называют предыдущим членом, а  у – последующим членом.
Пропорцией называется равенство двух отношений, т.е.  , где а и  у – крайние члены пропорции, а х и b –средние члены пропорции.
Произведение крайних членов пропорции равно произведению её средних членов:
                                                                             (19)
Из пропорции,    можно составить следующие пропорции:
 ;   ;  ; т.е. в пропорции можно менять местами крайние и средние члены местами или те и другие одновременно.
Чтобы найти неизвестный средний (крайний) член пропорции, надо произведение крайних (средних) членов разделить на известный средний (крайний) член пропорции:
                                         (20)
Процентом называется сотая часть какого-либо числа. Процент обозначается знаком %. Чтобы число превратить в проценты надо его умножить на 100, а проценты в число разделить на 100.
Если данное число принять за единицу, то 1 % составляет 0,01 этого числа.
Чтобы найти число, а в процентах от числа в, необходимо умножить на, а и разделить на 100.
Если известно, а в процентах от числа в, то число х можно найти по формуле:
х =                                                                                  (21)
Чтобы найти процентное отношение чисел  а и b необходимо  соотношение этих чисел умножить на 100 %, т.е.
                                                                                       (22)
Алгоритм решения примеров
Пример 18
При плане 60 автомобилей в день завод выпустил 66 автомобилей в день. На сколько процентов был выполнен план?
Дано:
План завода – 60 авто/день
Выпуск в день – 66 авто.
Найти: план в %
Решение:
х = 
Ответ: план выполнен на 110 %
Пример 19
Сберегательные банки начисляют по вкладам ежегодно 2 % от вклада. Вкладчик вложил в банк 150 рублей. Какой станет сумма вклада через два года?
Дано: Вкладчик вложил в банк – 150 руб.
Банк начисляет по вкладам 2 % ежегодно.
Найти: сумму вклада через 2 года.
Решение:
х1 =  =  = 3 руб. – прирост по вкладу за один год.
Х2  = 150 + 3 = 153 руб. – таким стал вклад после одного года.
Х3  = 153 + 3 =156 руб. – такой вклад стал через 2 года.





Задания для самоподготовки
Решите задачи.
1. В службе занятости России в 1993 году обратилось 1.250.000 человек, из них статус безработного получили 60 %, а пособие получали 67 % от этого количества. Сколько человек получали пособие по безработице в 1993 году?
2. На бирже труда зарегистрировано 750.000 безработных. 46 % от этого числа составляют служащие, 62 % - женщины; 32 % - молодёжь. Сколько безработных служащих женщин и молодёжи?
3. Рекламе за рубежом уделяется большое внимание, например, в США на рекламу расходуют 320.000 $, из них 12,5 % - на товары машиностроения. Сколько расходуется на рекламирование продуктов машиностроения и других товаров?
4. На предприятии 170 человек имеют по 25 акций, а 73 человека на 20 % меньше. Сколько акций находится у работников предприятия?
5. На бирже продавали 360 акций, в первый день продали 27 акций, во второй ещё 21 %, в третий день 18 %. Сколько акций осталось не проданными?
6. Стоимость товара равна 30245 рублей. Налог на добавленную стоимость увеличивает цену на товар, на 20 %. Какова цена товара с налогом на добавленную стоимость?
7. Инфляция в декабре 1993 года снизилась до 12 % по сравнению с 16 % в ноябре. Сколько стало «стоить» 100 рублей в декабре?
8. На товарной бирже с помощью брокера продана партия товара стоимостью 1.000.000 рублей. Брокеридж (вознаграждение) составляет 3 % стоимости товара. Какое вознаграждение получил брокер?
9. Ставки налога на добавленную стоимость существенно различаются в разных странах: в Германии 14 %; в Бельгии 19%; во Франции 40 %; в России 20 %. Сколько бы надо заплатить за товар в этих странах стоимостью 100.000 денежных единиц, если налог увеличивает цену товара?
10. Месячная заработная плата мамы 27.543 рубля, что на 11.540 рублей меньше папиной заработной платы. Каков семейный бюджет в месяц?
11. Стоимость месячной минимальной продуктовой корзины жителей города Владимира в январе 22785 рублей, а в феврале возросла на 1/5 часть. Сколько стала стоить месячная минимальная продуктовая корзина?
12.  В состав 20 г мази входит жёлтый оксид ртути 2 % сухого вещества. Определите массу сухого вещества.

13. В состав пасты цинковой входит 25 г цинка оксида, 25 г крахмала, 50 г вазелина. Определите процентное содержание сухих веществ, т.е. цинка оксида и крахмала.
14. Для приготовления 200 г натрия бромида взяли 4 г натрия бромида. Определите процентное содержание натрия бромида в растворе.
15. Весь вес суппозиторной массы 32 г. Масса сухого вещества в массе составляет 3 %. Определите массу медикамента в граммах.
16. Для приготовления раствора глюкозы фармацевт взял 40 г глюкозы с влажностью 10 %. Сколько чистой глюкозы содержится в препарате?
17.  На приватизируемом предприятии выпустили 14296 акций. Контрольный пакет акций, позволяющий управлять предприятием составляет 50 % и ещё одна акция. Определите контрольный пакет акций.
18. Уставный фонд товарищества составлял 100.000 рублей. Доля каждого участника равна 10 % уставного фонда. Сколько участников в этом товариществе?
19.  В США 500 крупных в мире корпораций, в 1990 г на них было занято 12.400.000 человек. Сколько в среднем человек работает в крупных корпорациях, если 50.000.000 человек – акционеры. Определите сколько процентов из этого количества, составляют работники корпораций?
20. Предприятие взяло 100.000 рублей в кредит на шесть месяцев под
300 %. Сколько денег должно отдать предприятие банку через полгода?
21.  Прибыль предприятия составляет 5.000.000 рублей. Найти часть прибыли, которую получит каждый владелец акций, если дивидент (доход)составляет 2 % от прибыли.
22. Гиперинфляция (цены увеличиваются на 50 % и более в месяц). Определите цену на холодильник стоимостью 420 рублей в условиях гиперинфляции, если её уровень составляет 53 % в месяц.
23. Инкомбанк предлагает пластиковые расчётные карточки «Виза» минимальная сумма денег для получения такой карточки 1500 $, а вознаграждение, которое получит банк с каждой карточки, составляет 0,5 %   суммы. Сколько денег получит банк, если выдаст 1000 карточек?
24. В России было выдано 142.000.000 приватизированных чеков (ваучеров) к 01 января 1994 г. 2,2 % всех ваучеров были вложены в различные предприятия; 40 % - осталось в руках у населения, остальные вложены в чековые инвестиционные фонды. Сколько ваучеров вложили в чековые инвестиционные фонды?

25. Из 11000 малых предприятий, которые приватизированы в 1993 году в России, 70 % выкуплены трудовыми коллективами. Сколько стало предприятий, принадлежащих работникам этих предприятий.
26. В феврале 1994 года стоимость месячной продуктовой корзины жителя г.Владимира увеличилась на 5 % по сравнению с январём и составила 34970 рублей. На сколько рублей возрастёт стоимость корзины?
27.  В товариществе с ограниченной ответственностью и кооперативе доля учредителей составила 10% уставного фонда. В ТОО уставный фонд равен 100.000 рублей, а в кооперативе 500.000 рублей. Определите долю участников ТОО и кооператива.
28. Уставный фонд ТОО уменьшился с 1.200.000 рублей до 600.000 рублей. Доля каждого составляет 15 % уставного фонда. На сколько уменьшился капитал каждого участника ТОО?
29. В начале 90-х годов в США насчитывалось 16.000.000 различных предприятий. 70 % из них составляли частные предприятия; 10 % - партнёрства, которые принадлежат двум или более лицам; 20 % - акционерные предприятия или корпорации. Определите количество каждого вида предприятий в США.
30. Современное американское акционерное общество позволяет своим рабочим владеть от 5 % до 100 % акций своего предприятия. Определите количество акций, которые принадлежат работникам, если всего выпущено 12.000 акций, а работники купили: а) 5 % акций; 
б) 20 % акций; в) 50 % акций; г) 75 % акций; д) 100 % акций.
31.  По данным статистического управления Владимирской области в феврале 1994 года розничные цены за неделю выросли, на свежую рыбу на 33 %, муку - на 40 %, сыр -  на 6 %. Сколько стали стоить эти продукты, если раньше их цена была: свежей рыбы 2000 рублей, муки 408 рублей, сыра 4544 рубля?
32.  В ларёк привезли 1200 кг овощей. Помидоры составили 37 % всех овощей, огурцы – 28 %, перец – 15 %, остальные – баклажаны. Сколько килограммов помидоров, огурцов, перца и баклажанов привезли в ларёк?























РАЗДЕЛ 5.  ФОРМУЛЫ КРАМЕРА. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ ВТОРОГО И ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА
Тема 5.1.  Вывод формул Крамера
Система двух линейных уравнений с двумя неизвестными имеет вид:
                                                         (23)
Если в2 , то система (23) равносильна (или эквивалентна) системе:
                                                         (24)
(24) умножим на в1 и полученное уравнение вычтем почленно из первого уравнения:
                               (25)
 теперь первое уравнение системы (24) на уравнение (25), получим систему, которая равносильна системе (24):
                              (26)
Если   ,т.е., то из первого уравнения системы (26) находим,х =            (27)                                                         
   Подставляем это значение х во второе уравнение системы (26) и находим:  у =                                                 (28)
Введём обозначение:



Тогда формулы (27) и (28) можно записать:
х = ;     у =                                                              (29)


Формулы 27, 28, 29  это и есть формулы Крамера.
Частным случаем систем вида (23) является система двух линейных однородных уравнений с двумя неизвестными:
                                                                      (30)
Эта система всегда имеет решение: х = 0, у = 0
Если , то система (30) имеет единственное решение х = 0, у = 0 то есть , которое получается из формул Крамера.
Если  , то система (30) не имеет решения, так как на нуль делить нельзя.
Тема 5.2.  Определитель второго порядка и его свойства
Определителем второго порядка называется число, которое состоит из двух строчек или из двух столбцов, заключённых в матрицу, и выражается формулой:
 =  (какое-то число)        (31)
 Крамера   х = ;     у =  запишем с помощью матрицы, используя формулу (31) для решения систем двух линейных уравнений с двумя неизвестными:

х =    ;      у =                                                            (32)
так как   

               

                = 


Свойства определителя второго порядка
1. Определитель не изменится, если в нём строки заменить на столбцы, а столбцы на строки:
                                                                  (33)

2. Если в определителе переставить местами строки, то определитель изменит только знак:
                                                             (34)

3. Если все элементы строки (или столбца) имеют наибольший общий множитель, то его можно вынести за знак определителя. Другими словами, если все элементы какой-либо строки определителя умножить на некоторое число, то определитель умножится на это число:
                                                      (35)  

4. Если все элементы   какой-либо строки есть суммы двух слагаемых, то определитель равен сумме двух определителей, в одном из которых суммы заменены их первыми слагаемыми, а во втором – вторыми:    

            +                   (36)
Золотое правило:
определитель с двумя одинаковыми строчками всегда равен нулю.






Тема 5.3.  Определитель третьего порядка и его свойства
Определителем третьего порядка называется число, которое состоит из трёх строчек или из трёх столбцов, заключённых в матрицу, выражается формулой:



     = = ? (какое-то число) ( 37)
 Свойства определителя третьего порядка
1. Определитель не изменится, если в нём строки заменить на столбцы, а столбцы на строки:




     =                                                                              (38)
2. Если в определителе переставить местами строки, то определитель изменит только знак:




     =                                                                               (39)
3. Если все элементы строки (или столбца) имеют наибольший общий множитель, то его можно вынести за знак определителя. Другими словами, если все элементы какой-либо строки определителя умножить на некоторое число, то определитель умножится на это число:




     = k                                                                (40)
4. Если все элементы   какой-либо строки есть суммы трёх  слагаемых, то определитель равен сумме трёх  определителей, в одном из которых суммы заменены их первыми слагаемыми,  во втором – вторыми, а в третьем - третьими:  






     = + +   (41)
5. Золотое правило: определитель с тремя одинаковыми строчками всегда равен нулю.
Алгоритм решения примеров
Пример 20
Решите системы линейных уравнений с помощью формул Крамера.

Используем формулу (32) и (33) получаем:
 = 10 + 3 = 13

 
Используем формулу (29) и находим х и у:
х =  =    
у =  = 
Ответ: х = 5; у = 3
Пример 21

Используем формулу (32) и (33) получаем:

По формуле (29) на нуль делить нельзя.
Ответ: (нет решений)
Пример 22

Используем формулу (32) и (33) получаем:
 = - 20 - 6 = - 26

 
Используем формулу (29) и находим х и у:
х =  =    
у =  =    
Ответ: х = 0; у = 0 (
Пример 23
Вычислите определители второго и третьего порядка, используя их свойства:



Ответ: 
Пример 24
 =
Воспользуемся 3 свойством определителя и вынесем из первого столбца наибольщий множитель 25, а из второго столбца (-12) за знак определителя
получаем:
= 25 300 =
Затем из первой строки получившего определителя вычтем его вторую строку соответственно, результат запишем, в первую строку получаем:
= - 300
Воспользуемся 3 свойством определителя и вынесем из первой строки, наибольший общий множитель 6 получаем:
= - 300 
Воспользуемся формулой (31) получаем:
= - 1800  (5-7) = - 1800 
Ответ:  
Пример 25

Воспользуемся 3 свойством определителя и вынесем из первой строки наибольший множитель 5, а из второй строки 7 за знак определителя получаем:
= 5
Воспользуемся 3 свойством определителя и вынесем из первого столбца наибольщий множитель 7, а из второго столбца 11 за знак определителя получаем:
= 35 
Воспользуемся формулой (31) получаем:
= 2695 
Ответ:  
Пример 26


 = = 
Используем формулу (37):
= - 2 
Используем формулу (31):
= -2 ∙ (3∙2 – (-4) ∙ (-1)) – 0 (2∙2 - 3∙ (-1)) + 3 ∙ (2∙(-4) - 3∙3) = -2 ∙ (6-4) – 0 ∙ (4+3) +
+ 3 ∙ (-8-9) = -2 ∙ 2 – 0 + 3 ∙ (-17) = -4 – 0 – 51 = - 4 – 51 = - 55 
Ответ:  
Пример 27


 = = 
Воспользуемся 3 свойством определителя и вынесем из первой строки наибольший множитель 3, из второй строки 6 и из третий строки 2 за знак определителя:


= 3 ∙ 6 ∙ 2 ∙  = 36 ∙  =
Используем формулу (37):
= 36 ∙ 
Используем формулу (31):
= 36 ∙ (4 ∙ ((-1)∙(-1) – 5 ∙ 1) – 2 ∙ (1∙ (-1) – (-1) ∙ 1) + 3 ∙ (1 ∙ 5 – (-1) ∙ (-1)) =
= 36 ∙ (4 ∙ (1-5) – 2 ∙ (-1+1) + 3∙ (5 -1)) = 36 ∙ (4∙ (-4) – 2 ∙ 0 + 3 ∙ 4) =
= 36 ∙ (-16 – 0 + 12) = 36 ∙ (-4) = - 144 
Ответ:  
Пример 28


 = = 
Воспользуемся 3 свойством определителя и вынесем из второй строки, наибольший множитель 7 за знак определителя:

= 7 ∙  = 
Вычтем из элементов третьей строки, соответственно элементы первой строки результат запишем, в третью строку:

= 7 ∙ 
Используем, золотое правило:
= 7 ∙ 0 = 0
Ответ: 

Задания для самоподготовки

Решите системы линейных уравнений с помощью формул Крамера:



1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 


14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

24. 







Вычислите определители второго и третьего порядка, используя их свойства и золотое правило:

25. 
26.        
     
27.        
      
28.  

29.  

30.  

31.  

32.  

37. 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 

43.      


32.   



33.  = 



34.  =                                 
  


35.  = 



36.  =     


44.  = 



 45.  =  



 46.  = 



47.  =     



48.  = 


49.  =                                           





50.    



51.                  






52.  








































РАЗДЕЛ 6.  СИСТЕМЫ ТРЁХ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Тема 6.1. Решение систем трёх линейных уравнений с тремя неизвестными по формулам Крамера
Пусть дана система 3-х линейных уравнений с тремя неизвестными:
                                                  (42)

Если  , то система (42)  имеет единственное решение, которое  находится по формулам Крамера:

 х = ;     у =  ;    z =                                                (43)




  ;         ;
                                                                                                        (44)


  ;        =  

        
Если  то система (42) не имеет решений, т.к. по формулам Крамера на ноль делить нельзя.
Если    , то система (42) имеет бесконечное множество решений, т.е.  

Алгоритм решения примеров
Пример 29

Используем формулы (44):

  =

Используем формулу (37):

= 1∙ 

Используем формулу (31):

= 1∙ (5-21) – 2 ∙ (-3-6) + 1 ∙ (21+10) = 1 ∙ (- 16) – 2 ∙ (-9) + 1∙ 31 = - 16+18+31=
= 2+31 = 33

 =  
Используем формулу (37):

 = 4∙ 
Используем формулу (31):
= 4∙ (5-21) – 2 ∙ (-1-24) + 1 ∙ (7+40) = 4∙ (-16) – 2 ∙ (-25) + 1 ∙ 47 = - 64 + 50+47=
= - 64+97 = 33
Находим х по формуле  (43):
х =  =      


 =   
Используем формулу (37):

= 1∙ 

Используем формулу (31):
= 1∙ (-1-24) –4 ∙ (-3-6) + 1 ∙ (24- 2) = 1∙ (-25) – 4 ∙ (-9) + 1 ∙ 22 = - 25 + 36+22=
= - 25+ 58 = 33
Находим  у  по формуле  (43):
у =  = 


 =  
Используем формулу (37):

= 1∙ 

Используем формулу (31):
= 1∙ (-40-7) –  2∙ (24- 2) + 4 ∙ (21 + 10) = 1∙ (- 47) – 2 ∙ 22 + 4 ∙ 31 = -47- 44+124= = - 91 + 124 = 33
Находим  z  по формуле  (43):
z = 
Ответ:  х = 1;  у = 1; z = 1

Задания для самоподготовки

Решите системы линейных уравнений с помощью формул Крамера:

1.                         2. 

3.               4. 

5.                            6. 


                          8.  


                        10. 

11.                  12. 

13.                   14. 

15.                 16. 

17.              18. 

19.                    20. 

























РАЗДЕЛ 7.  ПРОИЗВОДНЫЕ ФУНКЦИИ

 Тема 7.1. Приращение аргумента и функции
     Пусть функция f(x) определена на некотором интервале,
 х и х0 – два произвольных значения аргумента из этого интервала.
 Разность между двумя значениями аргумента называется приращением аргумента: ∆х=х-х0 → х= х0+∆х, т.е значение аргумента х можно определить через х0 и его же   приращение - ∆х
 (
x
0
+
x
x
0
f(x+
x)
y
f(x)
0
x
y=f(x)
)

                             Рис.1. График функции у=f(х)
    Как видно из рисунка №1 приращение  аргумента ∆х, изображается приращением абсциссы. Точки графика функции y= f(x),а приращение функции ∆f- приращением ординаты этой точки.

Тема 7. 2. Определение производной и её основные формулы
    Предел отношения приращения функции к приращению аргумента, когда последний стремится к нулю, называется производной функции f(x) в точке х0:




                f ′(x)=  =		               (45)
Процесс нахождения производной называется дифференцированием. Выражение «продифференцировать функцию» равносильно выражению «найти производную функцию».
Основные формулы производных:
 а) Производная постоянной величины равна нулю.
              f(x)=(C)′=0                                                                                      (46)
       Пример 30       
    f ΄(x)=(5)′=0 
                Постоянной считается любое число.
    Ответ: 0
б) Производная аргумента по самому аргументу равна единице:
 f(x)=(х)′=1                                                                                      (47)
               Пример 31 
               f(x)=-2х; f ′(x)=(-2х) ′=-2
                Ответ: -2
в) Производная алгебраической суммы (или разности) дифференцируемой функций равна алгебраической суммы (или разности) производных этих функций:
U(x)±V(x);(U(x)±V(x)) ′=U′(x)±V′(x)                                               (48)
               Пример 32 
                f(x)=4х-8; f ′(x)=(4х-8) ′=(4х) ′-(8) ′=4-0=4
                Ответ: 4
г) Производная произведения двух дифференцируемых функций равна сумме произведений производной первой функции на вторую и производной второй функции на первую.
            f(x)=U(x)*V(x); f′(x)=(U(x)*V(x))′=U′(x)*V(x)+ U(x)*V′(x)           (49)
    Пример 33 
f(x)=(x+8)(x+2)
f′(x)=((x+8) (x+2)) ′=(x+8)′(x+2)+(x+8)(x+2)′=(1+0)(x+2)+(x+8)(1+0)=
=1(x+2)+ (x+8)1=x+2+x+8=2x+10
Ответ: 2х+10
д) Производная частного (дроби) двух функций равна дроби, знаменатель которой равен квадрату знаменателя дифференцируемой функции, а числитель есть разность между произведениями производной числителя на знаменатель и производной знаменателя на числитель:


             ; V(x) 

             f ′(x)=                                               (50)
            Пример 34 

             f(x)=


             f ′(x)== =    

             =   
Ответ: 
   е) Производная степенной функции равна:



                  f(x)=x; f′(x)=(x)′=nx                                                              (51)
Пример 35

 f(x)=4x



             f ′(x)=( 4x)′=4*4*x=16x
 Ответ: 16х3
 ж) Производная квадратного корня из х:



                  f(x)=; f ′(x)=()′=                                                          (52)








Тема 7.3. Производная второго порядка
Если функция y=f(x) дифференцируемая на некотором промежутке, то ее производная y=f ′(x) также является функцией, заданной на этом промежутке. 
Если y=f ′(x)дифференцируема, то ее производную называют второй производной функции y=f(x) и обозначают y=f ″(x), т.е f″(x)= (f ′(x)) ′   
Пример 36 
Найдите вторую производную функцию:




 y=x+x+2x+4  в точке х=-1


 y′=(x)′=5x


y″=(5x)′=5*4*x

y″(-1)=20x-20+4-12=-16-12=-28

Ответ: y″=20x; y″(-1)=-28























Задания для самоподготовки

 Найдите производные следующих функций:



1)   

2)

3)

4)

5) 

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12) 

13)


14)

15)

16)

17)

18); y′(-2)=?

19); y′(2)=?

20)
21)  у =   (m΄ = 0)
22)  f (х) = 
23)  f (х) = 
24)  f (х) = (3х+2) ∙(х2+4х-1)
25)  f (х) = 
26)  f (х) = 


 Найдите вторые производные следующих функций:



27);  f ″(5)=?

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35);  f′(2)=?

36)

37)

38)

39)

40)





РАЗДЕЛ 8.  ГЕОМЕТРИЯ

 Тема 8.1. Основные понятия геометрических фигур
1. Трапецией называется четырёхугольник, у которого только две противоположные стороны параллельны. Эти параллельные стороны называются основаниями; две другие стороны – боковыми сторонами. Трапеция, у которой боковые стороны равны, называется –равнобоковой. Отрезок, соединяющий середины боковых сторон, называется средней линией трапеции.
     Площадь трапеции равна произведению полусуммы её оснований      
    на высоту. (- площадь основания;  h – высота; 
1. Многогранник тело, поверхность которого состоит из конечного числа плоских многоугольников. Грани представляют собой плоскости, ограниченные сторонами многоугольников, из которых состоит многогранник.
1. Призмой называется  многогранник, который состоит из 2-х плоских многоугольников, совмещаемых параллельным  переносом, и всех отрезков, соединяющих все точки этих многоугольников.
     (- площадь основания призмы;  h – высота призмы; 
Если основание призмы является  параллелограмм, то она называется параллелепипедом. У параллелепипеда все грани – параллелограммы.
Площадь параллелограмма равна произведению его стороны на высоту, проведённую к этой стороне.
Площадь треугольника равна половине произведения его стороны на высоту, проведённую к этой стороне. Медианой треугольника, проведённой из данной вершины,  называется отрезок, соединяющий эту  вершину с серединой противолежащей стороны треугольника.
Площадь прямоугольника равна произведению двух сторон 
1. Пирамидой называется  многогранник, который состоит из плоского многоугольника -  основания пирамиды, точки, не лежащей в плоскости основания - вершины пирамиды и всех отрезков, соединяющих вершину с точками основания. Каждая боковая грань - треугольник. Высота пирамиды – перпендикуляр, опущенный из вершины пирамиды на плоскость основания. 
1. Пирамида называется правильной, если её основанием является правильный многоугольник (или треугольник.). 
У правильной пирамиды боковые рёбра равны, следовательно, боковые грани – равные равнобедренные треугольники. (- площадь основания пирамиды;  h – высота пирамиды; 
Ребро в геометрии это отрезок, соединяющий две вершины многоугольника.
1. Высота боковой грани, проведённая из её вершины, называется апофемой.
1. Цилиндр – тело, которое состоит из 2-х кругов, совмещаемых параллельным переносом, и всех отрезков, соединяющих соответствующие точки этих кругов. Круги – основания цилиндра, а отрезки, соединяющие соответствующие точки окружностей кругов – образующими цилиндра.
1.  Конус – тело, которое состоит из круга – основание конуса, точки,  не лежащей в плоскости этого круга – вершина конуса и всех отрезков, соединяющих вершину конуса с точками основания. Отрезки, соединяющие вершину конуса с точками окружности основания, называются образующими.
Конус называется прямым, если прямая, соединяющая вершину конуса с центром основания, перпендикулярна плоскости основания.
Высотой конуса называется перпендикуляр, опущенный из его вершины на плоскость основания.
1.  Шаром называется тело, которое состоит из всех точек пространства, находящихся на расстоянии, не большем данного, от данной точки. 
Эта точка называется центром шара, а данное расстояние – радиусом шара. (Другими словами: любой отрезок, соединяющий центр шара с точкой шаровой поверхности, называется радиусом.) 
Граница шара называется шаровой поверхностью или сферой.
Отрезок, соединяющий, две точки шаровой поверхности и проходящий  через центр шара называется диаметром.
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	, где
 а - боковое ребро параллелепипеда;  Р – периметр основ 

	

	, где
 а - боковое ребро призмы;  Р – периметр основания.

	- радиус цилиндра; 
 h – высота цилиндра.
	
R-радиус основания цилиндра; h- высота цил.

	
	
m-апофема бок. грани; Р- периметр пирамиды.

	

 площадь  меньшего основания усечённой. пирамиды;  h-высота усечённой пирамиды.
	
 = ; где Р и Р1- периметры оснований усечённой пирамиды; m-апофема
усечённой пирамиды.

	- радиус конуса; 
 h – высота конуса.
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  , где
R и r- радиусы оснований усечённого конуса;
l – образующая усечённого конуса.

	- радиус шара; 
 D – диаметр шара.
	, где  R –радиус шара.






Алгоритм решения задач
Пример  37
Угол при вершине осевого сечения конуса равен 2, а длина образующей равна. Найдите  объём конуса.
Дано:
АSВ – конус
SO- высота конуса
SА- образующая конуса
S- вершина конуса
АО – радиус конуса.
Найти:  = ?
Решение:
Из  АSО  имеем АО = l ∙ sin  


Ответ: 
Пример 38
В цилиндре площадь основания Q, а площадь осевого сечения S. Найдите площадь полной поверхности цилиндра.
Дано:
АВСД – цилиндр
 FКМZ- осевое сечение (прямоугольник)
Sокр.= Q
Sосев.сеч.= S
Найти: = ?
Решение:
;   , где а и в – стороны, d =2R

Ответ: 
Задания для самоподготовки
Решите задачи
1. В основании прямого параллелепипеда лежит ромб со стороной 4 дм и острым углом 600. Найдите объём параллелепипеда, если его меньшая диагональ образует с плоскостью основания угол 600.
2. В правильной шестиугольной призме большее диагональное сечение равновелико основанию, сторона которого равна . Найдите ребро куба, равновеликого этой призме.
3. Дана четырёхугольная пирамида МАВСD, в основании которой лежит параллелограмм с острым углом 300. Стороны параллелограмма АВ=8дм  и  АD = 20 дм. Найдите объём пирамиды, если меньшая диагональ основания ВD и боковое ребро МD пирамиды образуют угол 600.
4. В усечённом конусе радиус меньшего основания r=10 дм; образующая равна 40 дм и  составляет с плоскостью большего основания угол 600. Найдите объём усечённого конуса.
5. Масса чугунного шара равна 80 кг. Найдите радиус шара, если плотность чугуна равна 7200 кг/м3.
6. Основанием прямого параллелепипеда служит параллелограмм, стороны которого равны  20 и 55 см и  образуют угол 300, а боковое ребро равно 80 см. Найдите площадь полной поверхности параллелепипеда.
7. Дана правильная треугольная призма, сторона основания которой равна 8 дм. Найдите площадь полной поверхности призмы, если прямая, соединяющая верхнюю вершину призм В1 с основанием высоты ВМ нижнего основания, образует с плоскостью основания угол 50020΄
8. Дана четырёхугольная пирамида SАВСD, основанием которой служит прямоугольник, со сторонами 10 и 20 дм. Найдите площадь полной поверхности пирамиды, если боковое ребро SВ, перпендикулярное плоскости основания, равно 15 дм.
9. Найдите площадь полной поверхности усечённого конуса, если его образующая, равная 4 дм, составляет с плоскостью основания угол 600, а площадь осевого сечения равна 12 дм2.
10. Объём усечённого конуса равен  4675 дм3, а радиусы оснований 14 и 20 дм. Найдите  высоту конуса.
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